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Czym s3g i czemu stuza zajecia w | PF

SAMODZIELNE WYKONYWANIE
EKSPERYMENTOW | POMIAROW FIZYCZNYCH

Ooraz
OPRACOWANIE ICH WYNIKOW

|. Obserwacja zjawisk i efektow fizycznych.

ll. Nauka obstugi wybranych przyrzgdow pomiarowych.

lll. Nauka podstaw planowania i opracowania wynikow
pomiarow, czyli:
— poprawnego wyznaczania wielkosci fizycznych,
— pomiaru zaleznosci fizycznych i ich opisu,
— poprawnej prezentacji wynikow.

Niniejszy wyktad stanowi wstep do trzeciego punktu
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Rodzaje pomiarow 1.2

Pomiar bezposredni

pomiar, w ktorym konkretna wielkoS¢ fizyczna

mierzona jest bezposrednio
przy pomocy okreslonego przyrzadu
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Przyktady:

« pomiar dtugosci linijkg
* pomiar czasu stoperem
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Rodzaje pomiarow 2.2

Pomiar posredni

Pomiar, w ktorym dana wielkos¢ fizyczna
mierzona jest posrednio
poprzez pomiar innych wielkosci fizycznych
Przykitad:

pomiar predkosci poprzez pomiar drogi (linijka) | czasu (stoper)
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Niepewnosci i btedy

Zaden pomiar (nawet najstaranniejszy) nie jest doskonaty,
obarczony jest
niepewnoscig pomiarowa a moze i bledem
ma skonczong doktadnosc !!!

Podajac Wynik pomiaru nalezy podac:
wartos¢ wielkosci mierzonej, niepewnos¢ pomiarowg i jednostke
11 wszystkie trzy !!!

Wynik pomiaru bez podania niepewnosci pomiarowej jest bezwartosciowy.
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Zapis wynikdw pomiarowych 12

Podajemy najwyzej dwie cyfry znaczace niepewnosci,
a jezeli zaokraglenie do jednej cyfry nie zmieni wyznaczonej wartosci
wiecej niz 0 10% (lub 20%) to podaje sie tylko jedna cyfre

0.2
Niepewnosci zaokraglamy zawsze ,,w gore” I

0.11
Wynik pomiaru obliczamy o jedno miejsce dziesietne dalej niz miejsce

dziesietne niepewnosci, a nastepnie zaokragglamy wg. normalnych

regut do tego samego miejsca dziesietnego, do ktérego zaokraglono
niepewnos¢ pomiarowa.

m = (100.021 £ 0.012) g
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Zapis wynikow pomiarowych 22

Wyniki pomiarow i obliczen najlepiej podawac w jednostkach,
dla ktorych wartos¢ liczbowa zawarta jest przedziale
od 0,01 do 1000.

Mozna uzywac:
przedrostkow (W, m, M, G itd.) lub
notacji potegowej (2x10°, 2x1073, 2x10°, 2x10°)

@.00003121 A+ 0.00000012 A X Zle

| = (31.21 % 0.12) pA

| = (31.21 £ 0.12) x 10 [A]
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Statystyczny model btedu pomiaru

btad pomiaru
wartosc zmierzona — wartosc rzeczywista

# rozumiany jest jakosciowo: pomyitka, btedny odczyt itp. lub jako
# pojedynczarealizacja zmiennej losowej,

nie jest przedmiotem rachunku niepewnosci pomiaru

niepewnos¢ pomiaru

parametr zwigzany z rezultatem pomiaru wielkosci mierzonej
charakteryzuje rozrzut wynikow, jaki mozna (w sposob uzasadniony) jej przypisac

Miedzynarodowa Norma
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Btad i niepewnosc pomiaru 2.2

Btad pomiarowy (btad gruby) wynika z btedu popetnionego w czasie pomiaru
lub odczytu. Zrédtem btedu moze by¢ eksperymentator (np. cm zamiast cal,
nieumiejetnos¢ obstugi aparatury) lub przyrzad (np. awaria).

Wyniki obarczone btedem grubym odrzucamy (powtarzamy pomiar).

Btad przyblizenia (np. przyblizony model opisujgcy badane zjawisko)
Niepewnos¢ pomiaru

Niepewnos¢ przypadkowa (niepewnos¢ typu A)
— powodowana przez wiele niezaleznych przyczyn o porownywalnym wptywie na
wynik lub sam charakter badanego procesu/zjawiska (np. rozpad promieniotworczy)

Niepewnos¢ systematyczna (niepewnosé¢ typu B)
— powodowana przez skonczong doktadnosc¢ przyrzgdow pomiarowych lub przez
systematyczny btad urzgdzenia mierzgcego (np. zle wyskalowana miarka)
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Ocena niepewnosci
typu A wynika z Analizy statystycznej serii pomiarow

typu B wykorzystuje metody inne niz analiza statystyczna

Ocena niepewnosci typu B moze by¢ stosowana w kazdej sytuacji.

Ocena niepewnosci typu A wymaga sprawdzenia
(przy pomocy oceny typu B),
ze seria pomiarowa nie jest obcigzona znaczacg sktadowg systematyczna.

Przyktad:
Pomiar dtugosci otowka linijkg

Miedzynarodowa Norma nie neguje tradycyjnego rozréznienia na
niepewnosc¢ przypadkowg i niepewnosc systematyczna.
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przedmiot, linijka A, linijka B

— wyniki pomiarow diugosci przedmiotu linijka A — podziatka 1mm:
30, 31, 29, 32, 31, 28, 30,...
— wyniki pomiaréw diugosci przedmiotu linijka B — podziatka 1mm:

33, 31, 34, 35, 32, 34, 33,...

Oba pomiary sg obarczone niepewnoscia przypadkowa
obserwujemy rozrzut wynikow wokot okreslonej wartosci

Serie pomiarow réznig sie: jedna z linijek jest zle wyskalowana
wprowadzajgc niepewnosc¢ systematyczng

Niepewnosci systematyczne moga by¢ trudne do wykrycia,
interpretacji i eliminacii.
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pomiarow bezposrednich 1/8

Pomiar okresu drgan wahadta

« Doktadny stoper (0.01s)
« Czas reakcji cztowieka jest rzedu 0.2s
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Niepewnosci przypadkowe
pomiarow bezposrednich 2/8

Wyniki kolejnych pomiaréow okresu

Y 1)
pomiar
1 2.01
2 2.00
3 1.98
4 1.69
5 2.34
6 1.91
7 2.02
8 2.06
9 218
10 | 2.10
11 | 205
12 1.72
13 | 2.19
14 | 232
15 | 171
16 | 1.69
17 | 1.99
18 | 202
19 | 1.83
20 | 1.89

24F

2.3F

1.7F

1.6

10 15 20
i

Naszym zadaniem jest podanie wyniku i jego niepewnosci
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pomiarow bezposrednich 3/

Wynik pomiaru — srednia arytmetyczna

Wielkoscig najbardziej

zblizong do wartosci 24F
e .
I‘ZGCZ)’/W.IS'[ej (e_styma.to.rem 54l .
wartosci oczekiwanej) jest
$rednia arytmetyczna 22 . .
pomiarow: 2.1} .
& ¢ .
1 ] g : — |
_ 1 1.9+ . . -
X = — IL .
[ 1.8F .
i=1
1.7F . ¢ .
1.6 :
0 5 10 15 20
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pomiarow bezposrednich 4/8

Niepewnos¢ pojedynczego pomiaru

Wielkoscig najlepiej opisujgcg niepewnos¢ pojedynczego pomiaru
jest odchylenie standardowe pojedynczego pomiaru:

2.5

24}

2.3¢ ’

S, = nilzl(xi_f)z 2.2t ‘
. { K

— 21r

—_

~ ol e .

1.9F l

1.8F

1.7¢ ® ¢ ¢ .

1.6

0 3] 10 15 20
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Niepewnosc¢ wyniku — niepewnos$¢ sredniej arytmetyczne;

25
Wielkoscig najlepiej opisujgca 54l
niepewnos¢ wyniku jest | . .
odchylenie standardowe 23
sredniej arytmetycznej 2.2 { {
— 2.1F
- E 2 * a l hs T T T — -
1
5. = (x, — %)? 1.9¢ l ?
w5 — 1); 1.8} :
1.7¢ . ¢ ¢ .
S:Jc 1.6 : : :
S; = — 0 5 10 15 20
Vn j

Sz =< 8§, @ma zmniejszac zwiekszajac liczbe po@
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Rozklad Gaussa

Dla niepewnosci przypadkowych rozktad wielkosci mierzonych wokot
wartosci prawdziwej dany jest rozktadem Gaussa

—(x—x)?/252
Prawdziwa wartos¢ mierzonej wielkosci

Prx.s.)(X) = S \]/-27 €
x V&t utozsamiana z warto$cig oczekiwang

(P(X) W przedziale [X-Sg,x+Sg] miesci sie
/ \ 68,3% wszystkich wynikow

\

\ W przedziale [X-3S;,x+3Sg] miesci sie
/ \ 99,8% wszystkich wynikéw

UWAGA!!!
) Przy skonczonej liczbie pomiarow
L — _ parametry rozktadu mozna tylko

X-3Sy X-Sy X X+S; x+3S; X estymowac (przyblizac)
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pomiarow bezposrednich 7/s

Rozklad Gaussa cd.

Analiza statystyczna niepewnosci przypadkowych
duzej serii pomiarowej

(P(X/Z

Z \ 99.7%
I - I 05 4%
0,683 B 63.3%

(x)

%38, XS X x+S;  x+3S X

L]
rg — 30 Ig—a g Ig+0o rg + 30
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Niepewnos¢ statystyczna matych serii pomiarow

Dla matej liczby pomiaréw: n = 10 S daje zanizong warto$¢ niepewnosci

S- ot S- n 0=0.6828 | 0=0.95 | a=0.99
X n,x ~x 2 1837 12.7060 63.657
3 1321 4303  9.926
, . 4 1197 3182  5.841
I:> Wspodtczynnik Studenta

tnﬂ ] 5 1.141 2.776 4.604
6 1.11 258  4.032
. o 7 1.00 2447  3.707
1 > Liczba pomiaréw 8 10771 2.365 35
9 1.0660 2.3060  3.355
10 1.050  2.252 3.25

(Y, ——> Poziom ufnosci

N

Poziom ufnosci — prawdopodobienstwo z jakim wyznaczony
przedziat zawiera wartosc rzeczywistg mierzonej wielkosci.
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Zapis niepewnosci (zaokraglanie) -

* Podaje sie nie wiecej niz dwie cyfry znaczace estymatora niepewnosci.
Liczymy co najmniej trzy i zaokraglamy zawsze do gory. 0.11

e \Wynik pomiaru obliczamy o co najmniej jedno miejsce dziesietne dalej niz miejsce
dziesietne, na ktorym zaokraglono niepewnos¢, a nastepnie zaokragglamy wg. normalnych
regut do tego samego miejsca dziesietnego, do ktorego zaokrgglono niepewnosc.

m m
notatki ——> J= 9.81454675—2 Sz = 0,214345_2

_ m m
sprawozdanie =) g =981l- S;=022—

Zle
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Zapis niepewnosci 2.2

Zapis niepewnosci (w prezentaciji wynikow)

Z uzyciem odchylenia standardowego (poziom ufnosci 68%)

m m
— _ albo
g = 9.81—52 Sg — 0.22—52

Z uzyciem symbolu ,, £

m
g=(981£044)

(x)

Uwagal!
Symbol , £ ” (najczesciej uzywany W medycynie, _
przemysle, instrukcjach) zarezerwowany jest dla e s e i

niepewnosci rozszerzonej. Z grubsza: dla poziomu
ufnosci co najmniej 95%. Uzywajac go podajemy dwa
lub trzy razy szerszy przedziat niepewnosci (lub
uwzgledniamy odpowiedni wspdtczynnik Studenta).
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X WkiaKowis Srednia wazona

Dwa pomiary tej samej wielkoici: X, Sz, oraz Xp Sxg

Definiujemy wagi:

1 1
Wy = —— oraz Wp = —— Najpierw trzeba sprawdzic
%4 Sxp zgodnos¢ wynikow (!)

, | o [zob. Taylor]
Srednia wazona i jej niepewnosC | Np. moge uérednié pomiary

% = WAEA‘FWBTB §A=112ti3;f3= 108 + 5
w— Zy nawe
Wat Wg X, =112+ 3;x5=135+%5
1 Ale dla

—_— fA=112i30ra2f3=68i5
VW4 + wpg jest problem.

Xw
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Niepewnos¢ w pomiarach posrednich
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Propagacja
niepewnosci pomiarowych 2/5
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W pomiarach posrednich znamy zwiazki funkcyjne
pomiedzy poszukiwang wielko$cig a wielkosciami mierzonymi

Z=f (X, X, peene X)) np. v:%

Wartos¢ oczekiwana tej wielkosci jest funkcjg wartosci oczekiwanych poszczegdlnych zmiennych

z= f(xl,xz,...xn) np. |y =

Odchylenie standardowe szukanej wielkosci jest funkcja odchylen wielko$ci mierzonych

2 2 2 2 = 2
of of of np. (1 |
SZ\/(ax sl} (6x Sy ] ..... [aan j Sy = (t’ S,-j +( —tzsj

W wielu przypadkach mozna stosowac przyblizony wzor (metoda rozniczki zupetnej)

_|9f
aXl

I
2St'

iS_+ ..... +

X,

lsl—ﬁ-
t

S, + S, np. S =12
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niepewnosci pomiarowych s

Niepewnosc¢ w pomiarach posrednich

|. Dla sumy i réznicy

Z=xtTYy Z=XxtTYy

Az = Ax + Ay Niepewnosci systematyczne
Niepewnosci maksymalne

X

SZ — \/sz-l-SJ—,z Niepewnosci przypadkowe

X*+Y*=7"?

Pomiary posrednie (opisane funkcjg wielu zmiennych niezaleznych)
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niepewnosci pomiarowych 45

Niepewnos¢ w pomiarach posrednich
Il. Dla iloczynu i ilorazu

X X
Z=X Z =Xy Z=— Z==
Y Y y y
% — g + g Niepewnosci systematyczne
|Z| X y Niepewnosci maksymalne
2
S; Se\°  (Sy
— = — ] +|— Niepewnosci przypadkowe
| z] \ VX y

Pomiary poérednie (opisane funkcjg wielu zmiennych niezaleznych)
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niepewnosci pomiarowych ss5
Niepewnosci statystycznai systematyczna majg rozny charakter:
* Niepewnoséstatystyczna oddaje szerokosc rozktadu prawdopodobienstwa
* Niepewnoscésystematycznajest miarg maksymalnego, niekontrolowanego
odchylenia wyniku pomiaru od wartosci rzeczywiste;.
Z tego powodu zaleca sie podawanie obu rodzajow btedéw niezaleznie

W=(x+S5,+Asx)

Czasami jednak, zwtaszcza gdy chcemy pordwnaé dwa wyniki, podaje sie tzw.
niepewnos¢ catkowity.

Catkowita niepewnosé standardowa (gdy mamy wiele Zrodet niepewnosci
systematycznych)

(Asx)?
3

S = |SE+

Lub maksymalna niepewnosé (gdy tylko kilka Zrodet niepewnosci
systematycznych)
ST =38z + Asx
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Dlaczego wyniki warto przedstawia¢ na wykresach?

Na wykresie fatwiej wychwycic
empiryczne relacje miedzy badanymi wielkosciami.

Graficzne przedstawienie wynikow niejednokrotnie pozwala na
wyznaczenie szukanych wielkosci.

i

- 3 X
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Jak zrobié¢ dobry wykres? 17

300
x = x(t) ool

200l
(i x;) 150}

100}

50}

czy ten wykres jest dobry? 0 2 4 6
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300
250}
x = x(t)
200}
S0t
(tiJ xi)

100}

50}

0 ' 4 5
czy ten wykres jest juz dobry?
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230
220}
210}
X = x(t) 200}
— 190}
(ti, x;) = e
170}
160}

1950}

140

t[s]
czy ten wykres jest juz dobry?
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230

220}

x = x(t) |

200}

(t. x.) E190'

Ly < 180} .
170} .

160}

150p *

140

czy ten wykres jest juz dobry?
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230

220}
210}
200}

— 190}

< 180}
170}
160}
150}

140

ey,

Jak zrobi¢ dobry wykres? 57

230

220}
210}
200}

— 190}

< 180}

170} e

160} +

150}

140

czy ten wykres jest juz dobry?
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230 v ' 230 —
220} i 99— Lurkty pormiarowe
210} ) 210k
200 . 200}
E‘IQO- ] 2190_
> 180} . < 130}
170} ) 170k
160} ) 160}
150} i 1504
140 : n - 140 . . :
t [s] t [s]

ten wykres jest juz dobry
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300 — : . 230 : :
— dopasowanie
220 ®  punkty pomiarowe
250}
210}
200¢ . 200¢
— 190}
150} J £
> 180}
100} 1 170}
160}
50t
150}
=5 > 4 5 1405 > 4 5

t [s]
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Regresja liniowa

metoda pozwalajgca na zbadanie zwigzku pomiedzy mierzonymi
wielkosciami i wyznaczenie parametrow dopasowania wraz
Z niepewnosciami

7

—— - - ______
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obecnie zwykle rozumiana jako metoda najmniejszych kwadratow

i
pomiary  (x;,¥;) il
model np.: y(t) = ax + b |
|a,b -parametry] A
Metoda minimalizacji odchylen: 9
2.
n
) _ z i —y@)* _
/1/ T 2 = min
P — Syi . . .
1;1 "% 2 4 6
X
X Z[yl —ax; — b)] ) Najprostszy model:

i=1 zaleznosc¢ liniowa bez wag
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7
Wartosci oczekiwane parametrow .
i ich niepewnosci of
CT, Sa b, SE Sf
Wspotczynnik korelacji
: . . 4t
[im blizszy 1 tym lepiegj] -
Ir| <1 3
Suma kwadratéw dla 2t
dobrego dopasowania
"| L
2
X
———~1 L . .
n—m 0 2 4 6

X

Dla zaleznosci liniowej
przepisy na a i b sg proste!

n-liczba danych,
m-liczba parametrow]
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To tez jest regresja liniowa
(parametry modelu sg w pierwszej potedze)

230

— dopasoanie IVI d I .
®  punkty pomiarowe O e

220
210f ' x(t) = —at2 + Vot + x,
200} -
£ 190}
= 180}
170} - B
160} ! a, VO: X0
150} - . .
wraz z niepewnosciami

140

t[s]
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