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Bez pogcia pochodnej nie dassuprawid fizyki, z czego przyrodnicy zdali sobie sprajuz w wieku XVII — tak
wieC mazna powiedzié, ze jest to temat bardzo stary.zNj znajdy Paistwo krétki, wyktad o pochodnych. Pochodna
przedstawiona jest paglowo; za kilka miegcy Wasz wykladowca matematyki zapewne przedstagagmdnienie bardziej
eleganckimgzykiem.

<

Wyobrazmy sobie funkgj f (X) , ktora da s¢ opis& gtadkim wykresem. Pod pgijiem ,gtadki”
przyjmiemy prowizorycznie wykres o ,ptynnych zatach”, pozbawiony ostrych zataméo matematycy
ujmuja to inaczej).

Sprébujmy teraz zdefiniowigakas wielkosé, ktora lzdzie zdawata sprawz szybkdci zmieniania si
wartdsci funkcji f (X) , gdy zmienia & X . Przesuwamy giwigc wzdtuz osi X o niewielki odcinekAX i

obserwujemy, jak zmieniagsvartas¢ funkcji. Niech przyrost funkcji nad odcinkieddX wyniesie Af .

»

ﬂX) 4 f(x) A

Af

e
Ax X Ax x>

A
Na podstawie rysunkéw memy stwierda, ze iloraz& jest duy tam, gdy wykres funkcji stromogsi
podnosi (lewy rysunek), i jest maly w tych okolibamsi X, gdzie wykres jest prawie poziomy (prawy rysunek).

Af
Chac uchwyct ilosciowo nachylenie wykresu nad wybranym punkt®mnalezy obliczy¢ wielkos¢ —— dla

AX
bardzo matego przedzialix zawierajicego punktX, a najlepiej rozway¢ granic
A fX+AX)- fx)_ df
lim — =lim ( ) ()E—
MX-0AX AX-0 AX dx
SymboI& po prawej stronie ostatniej rowsod jest uzasadnionym umownym znakiem drukarskim

Af

zastpujacym petny zapis granicy iIorazz; , Stopcy po stronie lewej: w rachunkuzdiczkowym, ktérego

elementy tu poznajemy, symbotl,” umieszczony przed dowajrwielkoicia 0znacza bowiem nieskozenie

Af
maly przyrost tej wielkéci. Wystpujaca w definicji pochodnej wielk& & nazwandlorazem réznicowym.
_ df _ .,
Zamiast symbolud—X uzywa Sk czgsto zapisuf .

Oczywicie przejcie graniczneAX — O wykona nalezy w ten sposob, aby zmieraay do zera
przedziatAX wciaz zawierat w sobie punkk . Mozna si na przyktad umowd, aby przedziafAX rozcigat sk
od punktuX do punktuX + AX. Rozwaajac (w wyobrani) coraz mniejsze przedziakyX , zrozumiemyze
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szukana granica réwna jest tangensamé@p nachylenia stycznej do wykresu funkcji nad punktgnfrysunek
ponizej).

»

Jx) 4

v

X

df

Rozwaam tu granie & nazywamypochodm funkcji f(X) po zmiennej X . Pochodna funkgjif

tez jest funkcy zmiennej X, co tatwo stwierddi patrac na rysunek: nachylenie wykresu nad punkiémalery
od wyboru tego punktu.

Zanim udowodnimy kilka poytecznych twierdz& pomocnych w obliczaniu pochodnych, znajdziemy
pochodne kilku prostych funkcji.
Zacznijmy od funkcji statej:

f(x)=C.

Wykres tej funkcji jest oczywtie prost linia pozioms. Kat @ wynosi wikc w tym wypadku zero (dla
kazdej wartdci X), czyli pochodna ze statej wynosi zero (g0 = 0).
Obliczmy terazpochodmg funkciji liniowej

f(x) =ax+b.
Wykres funkcji jest w tym przypadku lmprost (zwykle nachylon). Kat nachylenia stycznej do

wykresu tej funkcji (styczna pokrywagsu z wykresem funkcji) jest wedzie taki sam i jego tangens — jak
wiemy ze szkoty — wynosl . Ju tylko dlaéwiczenia obliczamy:

Ax+5) _ o, = i 0B B]forb]
dx x-0 AX

daf _
W szczegolnéci dla funkcji f (X) =X otrzymamyd— =X =1.
X

Obliczmy jeszcze pochodrz funkcji X2

d(x?) v (x#m)°=(x?) | P H2XMX+AC - X2 2XAX— DX
—E(X) = lim = |im =lim
dx DX~ 0 AX DX~ 0 AX DX~ 0 AX
= lim (2x - Ax) = 2x

i pochodrg dowolnej potegi f (X) = X" dla naturalnego wyktadnika :

' (x+4x)" = x"

. . X"+ XA+ A - X"
X" =i =lim =
Ax-0

JAVS Ax-0 JAVS

n-1

nx
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Umownym symbolerrﬂ2 oznaczymy sung wszystkich sktadnikdw wyteenia (X + AX)n , 0procz
dwéch jawnie wypisanych. Obliczajiloczyn

(x +AX)" = (x + AX)(Xx + AX)...(x + AX)

tatwo sk przekond, ze sktadniki wyraenia N s proporcjonalne do przyrostiX podniesionego do drugie;
lub wyzszej potgi, co prowadzi do powsszego wyniku. Mena pokazé, ze wyprowadzony przez nas wzor

(%j - (X_%)I - _Elx_g - 2x1/§ |

Na koniec obliczymyochodne funkcji sinus i kosinus

N S|n(x+Ax)—S|nx . SINXCOSAX + COSXSINAX —SinX
(sinx) =lim = lim
MX—0 AX DX~0 AX
. SiNAX . 1-C0sAX
= lim| cosx -sinX———|.
X~ 0 AX AX

Musimy wigc zbada dwie granice:

im sind im 1-cosd
| e oraz | e ——
5.0 O 5-0 o

Zacznijmy od tej pierwszej. Jak wiadomo, dla matkgia O jego sinus upodabniagsiio samegodta
wyrazonego w mierze tukowej. Dlatego

I.msind_:L
(}ﬂo o

Dla obliczenia drugiej granicy poslymy sk rysunkiem, na ktérym pokazano fragment wykresikdiin
C0SO w okolicy punktud = 0. Szukamy granicy stosunku didgodwoch odcinkow

AB
H — —_ 8A
!Blmﬂo— = u’mﬂotgﬂ =0. cos p

Ostatecznie mamy wi: ﬂ W
A

(sinx)" =cosx.

Podobne rozumowanie prowadzi do wzoru

\4

(cosx)' = —sinx.

Pominiemy wyprowadzenia naptijacych pochodnych:
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(ax)' =a’lna,
:

(xx) =x*(Inx+1),

!

(Inx) :%.

Przej&zmy teraz do funkcji bardziej skomplikowanych. Okjgzsk, ze obliczanie pochodnych takich

funkcji mazliwe jest po udowodnieniu dodatkowych trzech ogémwzoréw.

~—

1. Pochodna sumy funkcjijest sum pochodnych tych funkcji

(f +g)' =f'+qg'.
Dowod:

Obliczamy grani¢ ilorazu r&nicowego

d(f +g) i [f(x+Ax)+g(x+Ax)]—[f(x)+g(x)]
dx AX-0 AX

i &) =) glx+A) —glx) _df | dg
-0 AX Ax-0 AX dx dx

c.b.d.o.

2. Pochodna iloczynu funkcjima postéa (tzw. wzér Leibniza)

[f()a(x)] = fg+fg"

Badamy granigilorazu r@nicowego

im f(x+Ax)g(x +Ax) - f(x)g(x) _
BX -0 AX

w liczniku
dodajemy zerjo

f(x+Ax)g(x +Ax) = f(x)g(x + Ax) + f(x)g(x + Ax) = f(x)g(x)
AX—0 AX

o f(x ) - F( |
_Alirpo AX g(X+AX) +L|erof

glx+a%) -g(x) _df(x)
(x) A =~

3. Pochodna funkcji ztazonej. (Przyktad: funkcjasin(xz) jest ztazeniem funkcji patgowej
= X* z funkci f(g) =sing)
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Dowod:
Obliczamy grani¢

lim . lim A 2g lim EIim 4g_di dg
mo0AX  ax-0Ag AX  ag-oAgax-oAX  dg dx’

c.b.d.o.

(Na przyklfad[sin(x2 )] = [cos(x2 )][Zx] = 2X cos(xz)) .
Korzystajc z wyzej wyprowadzonych wzoréw naoa latwo pokazg ze

I

(f(X)J _fg-fg'
g(x) 9

Wystarczy potraktow@utamek po lewej stronie jako iloczyn dwdch funkéjinkcji f (X) i funkgciji
—) , Z zastosowaniem zasadimazkowania funkcji zteonej w odniesieniu do funkcﬁg (X))_ :

g(x

Jakoéwiczenie nalgy napisac sobie kilka coraz bardziej skomplikowdmfgmkcji i obliczy¢ ich
pochodne. Okazegsize kilka podanych tu wzorow wystarczy do obliczemiehodnej kadej funkcji.

Przyklad:

Obliczamy pochodnfunkcji f (X) = > a”. Na wstpie analizujemy struktgrfunkcji. Mamu tu

2+sin° x
iloczyn dwéch funkcji (tego utamka i funkcji wyktaitzej), a sam utamek jest funkatozona. Przysgpujemy
do r&niczkowania. Do iloczynu stosujemy wzor Leibnitza:

!

df 1 1 '
—=f'=l ———|a +—,2(ax) . W pierwszym sktadniku pozostato doli¢zyochodi
dx 2+sin“ x 2+sin” X

1 1
———— | , wdrugim — pochodn(a*) .
(2+sin2 xj Jm=p d{]( )

I

Na & drugy znajdziemy wyej gotowy przepis(ax) =a*lna.

Pozostaje obliczypochodi ( j , czyli ((2+Sin2 X)_l) . Mamy tu funkcg ztozona.

2+sin” X
Najbardziej ,zewntrzng” funcja jest podnoszenie do poi -1, tak wic:

I

((2 +sin’ x)_l), = (-1)(2+sin® x) *(2+sin’ ) .
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Pozostaje obliczypochodi (2+Sin2 X) . Mamy tu sum dwdch funciji: jedna jest stafta dwojka),
druga — kwadratem sinusa. Jak ydemy, pochodna sumy funkcji jest saimochodnych:

(2+ sin’ x)' =2'+ (sin2 x)'

Pierwsza z tych pochodnych wynosi zero, drugazestvu pochodafunkcji ztozonej. Najbardziej
zewretrzne jest podnoszenie do kwadratu, czyli

J [

(sin? x) = 2(sinx)!(sinx) = 2sinxcosx.
Wystarczy teraz wszystko podstawia swoje miejsce:

df

i £ = (-1)(2+sin? x) * (2sinxcosx)a* +— 1 ahna

2+sin? x

Jak to zwykle bywa przy pdiiczkowaniu, taki ,surowy” wzor na pochoglfunkcji wyjsciowej, mae by
przeksztatlcony do bardziej czytelnej postaci. W pmypadku mgemy go na przyklad zapissak:

d _ .. __, Ina sin2x
LT L. 1.
dx 2+sin* X (2+sin’x)

Majac pochoda funkcji mazemy tatwo obliczy jej przyrost (réniczke) df , gdy zmiennaX rosnie od

jakiejs wartasci X do X+ dX:
df . : .
df =—dx (wartai¢ pochodnej w punkcieX pomnaona przez przyrostiX).

Dla matego (ale nie nieskozenie matego) przyrosthX podobny wzor na przyrost funkcji:

Af = i AX
dx

daje oczywdcie wynik przyblizony.

W przypadku funkcji wielu zmiennycH (Xl, XZ,...,Xn) zmiarg wartasci funkcji, wywotary przez
przegcie od kompletu wartgi zmiennychX,, X,,...,X, do wartdci zmienionych
(X1 + dxl), (X2 + dxz) ,...,(Xn + dxn) , Oblicza st w zaskakujaco prosty sposéb. Obliczamy pochdej

funkcji po zmiennejX; (traktupc pozostate zmienne, jak state — jest to tak zvpaehodna cgstkowa po
_ _ of . _ : . .
zmiennej X, , oznaczana symboleng— ) i tak obliczon pochodn (wzigta w punkcieX;, X, ,...,X, ) mnaymy

of
przez przyrosdX, , do tego dodajemyé— dx, i tak dalej, czyli
X2

of of of
df =—dx, +—dx, +..+—dx .
Xl 2 ax n

0x, 0X, .
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Tak wiec jezeli na przyktad chcemy wylicZyzmiarg objetosci walcaV (r , h) =7’h, gdy promié
podstawy zmieni gio dr , a wysokéé¢ o dh, to

av =N dr + %Y dn = (27zh)ar + (72 ).
or oh
Dla przyrostéw matych, ale nie niesiczenie matych, odpowiedni wzér

AV—a—VAr+%—\r/]Ah (27zh)ar + (/72 )ah

daje wynik przybliony.
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