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1.3 Drgania tlumione i wymuszone ttumionego
oscylatora harmonicznego (M22)

Celem ¢wiczenia jest badanie drgan ttumionych i wymuszonych oscylatora harmo-
nicznego. W szczegdlnodci, nalezy wykonaé pomiar zaniku drgan oscylatora ttumionego
i zbadaé krzywe rezonansowe oscylatora wymuszonego dla réznych parametréw tlumie-
nia.

Zagadnienia do przygotowania:

— oscylator harmoniczny - rownanie ruchu i jego rozwigzanie , czestotliwosé wiasna;

— oscylator ttumiony - réwnanie ruchu i jego rozwigzanie, parametr tlumienia, tlu-

mienie krytyczne;

— drgania wymuszone - wymuszenie sitqg sinusoidalng, zjawisko rezonansu;

— dynamika bryly sztywnej, wahadto torsyjne.

Literatura podstawowa: [45], [4], [11].

1.3.1 Podstawowe pojecia i definicje
Wahadlo torsyjne

W rozdziale 1.1 omawiane bylo wahadto fizyczne, ktérego drgania spowodowane sg
dziataniem sity grawitacji. Wahadlo torsyjne to inny rodzaj wahadta, ktérego drgania
powstaja na skutek sit sprezystosci. Przykladem wahadla torsyjnego jest np. bryta
zawieszona na skrecajacym sie sprezystym drucie lub tarcza z umocowana do niej
spiralna sprezyna (wlosowa lub tasmowa).

Dla dostatecznie matych skrecen, wahadlo torsyjne zachowuje sie jak oscylator
harmoniczny i moze by¢ ono wykorzystane do obserwacji jego podstawowych cech.
W dalszej czesdci tego rozdzialu przedstawione sa elementarne wiadomosci dotyczace
drgan ttumionych i wymuszonych oscylatora harmonicznego. Szczegbtows analize tych
zagadnien, sposéb rozwiazania réwnain ruchu oraz ich ogélna postaé czytelnik moze
znalez¢ np. w [45].

Oscylator harmoniczny tlumiony

Zakladamy, ze skrecenie wahadtla torsyjnego o kat ¢ z potozenia réwnowagi prowa-
dzi do powstania momentu sity sprezystosci Ny wprost proporcjonalnego do wychylenia
(prawo Hooke’a):

NO = —DQQD, (131)

Stata proporcjonalnoéci Dy zalezy od parametréw uzytej sprezyny i jest nazywana
momentem kierujacym.
Réwnanie ruchu wahadta o momencie bezwtadnosci J mozna zapisa¢ jako:

J@ + Doy = 0. (1.3.2)
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Jest to rownanie ruchu oscylatora harmonicznego, ktérego ogélnym rozwigzaniem jest:

o(t) = o cos(wopt + 0), (1.3.3)

gdzie amplituda drgan ¢ i ich faza § wyznaczone sa przez warunki poczatkowe, a wq
zdefiniowane jako:

2w DO
=—=\/— 1.3.4
T 7 (1.3.4)
jest czestosdcia drgan wilasnych wahadta.
Rozwazmy teraz oscylator ttumiony momentem sity wprost proporcjonalnym do
predkosci katowej wahadla. W takim przypadku w réwnaniu ruchu obecny jest dodat-

kowy czton:

wo

N = —D¢. (1.3.5)

Réwnanie ruchu przyjmuje zatem nastepujaca postac:

$+Tp+wip=0. (1.3.6)

Wprowadzony parametr

= (1.3.7)

D
J
to tzw. parametr tlumienia.

W przypadku tlumienia mniejszego niz tzw. thumienie krytyczne tj. dla I' < I'y,,
gdzie Ty, = 2wy, ruch wahadla jest oscylacyjny. Dla warunkéw poczatkowych ¢(0) =
vo 1 ¢(0) = 0 (wahadlo puszczone jest z zerowa predkoscia katowa z pozycji @)
rozwiagzaniem réwnania ruchu (1.3.6) jest funkcja:

—Tt/2

o(t) = @oe cos(wt), (1.3.8)

gdzie

w=/wi — (I'/2)? (1.3.9)

jest czestodcia drgan thumionych. Czesto$é ta jest mniejsza niz czestosé drgan wlasnych.

Amplituda drgai zmniejsza sie w czasie zgodnie z zaleznoscia poe " t/2. Stala czasowa
1
== 1.3.10
r=1 (13.10)

nazywamy czasem relaksacji. Dla stabego tltumienia, okresla ona szybkosé zaniku oscy-
lacji ttumionych w uktadzie.

W przypadku gdy tlumienie jest silne tj. dla I' > I'y, podczas ruchu wahadtla
oscylacje nie wystepuja. Dla granicznego przypadku tlumienia krytycznego I' = T'y,
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szybkosé¢ zaniku oscylacji jest maksymalna. Zalezno$¢ amplitudy drgan oscylatora har-
monicznego ttumionego od czasu przedstawiona jest na rysunku 1.3.1.

2
¥o

Rys. 1.53.1: Wychylenie oscylatora harmonicznego tlumionego ¢ w funkcji czasu. W chwilit =0
oscylator ma wychylenie poczgtkowe g i zerowq predkosé katowa. Krzywa ciggla (—) odpowiada
przypadkowi stabego ttumienia I' < 2wg. Dodatkowo, cienkq linig zaznaczono obwiednie oscyla-
cji. Krzywa (-—+) odpowiada tlumieniu krytycznemu T = 2wy a krzywa (——) silnemu tlumieniu
' > 2wg.

Oscylator wymuszony

Do opisywanego oscylatora dokladamy uklad wymuszajacy, ktéry wywiera na wa-
hadlo torsyjne dodatkowy moment sity Ny, (t) zalezny od czasu. Réwnanie ruchu przyj-
muje wtedy postac:

$+To+wio = f(1t), (1.3.11)

gdzie f(t) = Ny (t)/J. W naszym przypadku rozwazamy wymuszenie harmoniczne:

f(t) = focos(Qt). (1.3.12)

Opisywany uktad moze znajdowaé siec w stanie nieustalonym lub w stanie stacjonar-
nym. Stany nieustalone moga wystepowaé np. krétko po wlaczeniu sity wymuszajacej
lub po zmianie jej czestosci. Rozwiazanie rownania (1.3.11) dla tych przypadkéw jest
bardziej skomplikowane, dlatego ograniczymy sie tylko do stanéw stacjonarnych, w
ktorych amplituda oscylacji osigga stala, niezalezna od czasu wartosé. Oczekujemy,
ze dla czasu t > 7 (czyli dla czaséw znacznie wigkszych od czasu relaksacji) drgania
uktadu beda zachodzié¢ z czestoscia sity wymuszajacej Q (rysunek 1.3.2).
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Rys. 1.3.2: Reakcja tlumionego oscylatora harmonicznego na wymuszenie sinusoidalne. (a)
Wymuszenie f w funkcji czasu. (b) Wychylenie oscylatora ¢ w funkcji czasu. W chwili t = 0
oscylator spoczywal w poloZeniu réwnowagi: p(0) = 0, p(0) = 0. W czasie kilku pierwszych
oscylacji oscylator znajduje sie w stanie nieustalonym. Stan stacjonarny osiggany jest po cza-
sie t wiekszym niz czas relaksacji T = 1/T. Po tym czasie oscylator wykonuje drgania z cze-
stoscig wymuszenia niezaleznie od warunkéw poczgtkowych. Wykresy wykonano dla czesto$ci
wymuszenia 0 = 0.25wqg @ parametru tltumienia I' = 0.05wy.

Przez podstawienie mozna tatwo sprawdzié, ze funkcja:

o(t) = @gcos(Qt — ) (1.3.13)

spelnia réwnanie ruchu (1.3.11), jesli przyjaé nastepujace zaleznosci:

. Jo
Vo = N TR (1.3.14)
IQ
0

Na rysunku 1.3.3 przedstawiona jest amplituda ¢ i przesuniecie fazowe § stacjonarnych
drgan wymuszonych w zaleznosci od czestosci sily wymuszajacej. W okolicy pewnej
czestosci w, amplituda drgan uktadu wyraznie wzrasta i osiaga maksimum. Zjawisko
to nazywane jest rezonansem. Czesto$¢ rezonansows w, mozna znalezé stosujac stan-
dardowa procedure wyznaczania ekstreméw funkcji po(€2). Maksimum funkcji, czyli
rezonans wystepuje dla wartosci:
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wr = y/wi —T?2/2, (1.3.16)

ktora jest mniejsza niz czestosé drgan witasnych wg. Odchylenie czestosci rezonansowej
od czestosci drgan wlasnych rosnie wraz ze wzrostem parametru ttumienia I'. Wspot-
czynnik ttumienia wplywa réwniez na szeroko$é krzywej rezonansowej oraz jej wyso-
kosé. Im wiekszy jest wspolczynnik tlumienia, tym krzywa rezonansowa jest szersza
a jej amplituda mniejsza. Szeroko$é¢ krzywej rezonansowej okresla parametr nazywany
szerokoscia poléwkowa (szeroko$é krzywej mierzona w polowie jej wysokosci). Dla sta-
bego ttumienia mozna w duzym przyblizeniu przyjaé, ze szeroko$¢ potéwkowa krzywej
rezonansowej jest rzedu /3T.
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Rys. 1.8.3: Zaleznosci amplitudy (krzywe rezonansowe) i fazy drgan stacjonarnych oscylato-
ra harmonicznego od czestosci sity wymuszajgcej. Wykresy pokazane sq¢ dla kilku parametrow
ttumienia I.

Cho¢ stacjonarne drgania wymuszone zachodzg zawsze z czestoscia sity wymuszaja-
cej ) to przesuniecie fazowe § pomiedzy wymuszeniem a wychyleniem oscylatora silnie
zalezy od €). Dla matych czestoéci, oscylacje wahadla sg zgodne z sila wymuszajaca,
dla © = wq sa przesuniete w fazie o 90° a dla wysokich czestoséci sa w przeciwfazie w
stosunku do sity wymuszajacej.

1.3.2 Przebieg pomiaréw
Uktad doswiadczalny

Gléwnym elementem zestawu doswiadczalnego jest wahadlo torsyjne tzw. balans,
czyli tarcza ze stopu miedzi, do ktérej przymocowana jest spiralna sprezyna (rysunek
1.3.4).

Warto zwréci¢ uwage na wykorzystanie takiego elementu np. w zegarkach mecha-
nicznych i jego analogie do wahadla grawitacyjnego w zegarach $ciennych. Wymusze-
nie odbywa si¢ poprzez uktad dwéch pretéw umocowanych z jednej strony do sprezyny
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Rys. 1.8.4: Uproszczony rysunek wahadla balansowego uzywanego podczas doswiadczenia. Wa-
hadla tego typu wykorzystywane sqg np. w zegarkach mechanicznych.

wahadla a z drugiej strony (mimosrodowo) do silnika stalopradowego. Przyblizenie
oscylatora harmonicznego jest spelnione dla wszystkich katéw wychylenia (mierzonych
w jednostkach umownych). Regulacja czestosci sity wymuszajacej nastepuje poprzez
zmiane napiecia podawanego na silnik. Schemat potaczenia uktadu przedstawiony jest
na rysunku 1.3.5. Ttumienie w ukladzie realizowane jest poprzez hamulec indukcyj-
ny dzialajacy w oparciu o powstawanie pradéw wirowych. W hamulcu indukcyjnym
ttumienie jest wprost proporcjonalne do predkosci katowej tarczy. Zmiana tlumienia
nastepuje poprzez regulacje pradu ptynacego przez uzwojenia elektromagnesu, miedzy
ktérymi umieszczone jest koto balansowe, a w praktyce przez zmiane ustawienia tarczy
Power na zasilaczu.

Kalibracja czestosci sily wymuszajacej

Pomiar zaleznosci Q = Q(U), gdzie € jest czestoscia sily wymuszajacej a U jest na-
pieciem podawanym na silnik. Ta czesé éwiczenia pozwoli na pdzniejsze przedstawienie
krzywych rezonansowych w funkcji czestosci.

Wyznaczenie czestosci drgan wahadta

Prosty pomiar stoperem. Puszczajac koto balansowe z maksymalnego wychylenia
nalezy zmierzy¢ okres drgan swobodnych Ty = 27 /wy i ttumionych T = 27 /w wahadta
dla réznych parametréw ttumienia I'.
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Rys. 1.8.5: Schemat polgczenia ukiadu doswiadczalnego.

Badanie oscylacji ttumionych

Pomiar amplitudy oscylacji w zaleznosci od czasu ¢, = @(t,,) gdzie t,, = mT/2,
T jest okresem drgan tlumionych a m = 1,2,... . Puszczajac koto balansowe z maksy-
malnego wychylenia mozna obserwowaé¢ zanik amplitudy oscylacji. Nalezy zanotowaé
maksymalne wychylenia wahadla w zaleznosci od numeru oscylacji m (zaréwno dla
dodatnich i ujemnych polozen czyli co t = T'/2). Pomiary nalezy wykonaé dla réznych
parametréw ttumienia I'. Pomiar pozwoli na wyznaczenie obwiedni drgan ttumionych
(por. rysunek 1.3.1).

Pomiar krzywej rezonansowej

Pomiar krzywej rezonansowej ¢g = ¢o(€2), dla réznych wartosci wspotezynnika ttu-
mienia I', pozwoli na wykreslenie krzywych rezonansowych analogicznych do krzywych
pokazanych na rysunku 1.3.3. Zmieniajac i notujac napiecie zasilania silnika, nalezy
zapisa¢ maksymalne wychylenie kota balansowego po ustabilizowaniu si¢ amplitudy
drgan. Do precyzyjnej zmiany napiecia nalezy stosowaé¢ bardziej czuly potencjometr.
Dla matych parametréw I', przy zmianie czestosci sily wymuszajacej, wahadto bar-
dzo wolno dochodzi do stanu stabilnego. Dlatego warto, przy kazdorazowej zmianie
napiecia, bardzo delikatnie recznie lub poprzez wyzerowanie napiecia zatrzymacé koto
balansowe. Wyraznie wtedy wida¢ stopniowy proces dochodzenia do stabilnego perio-
dycznego ruchu. Pomocne moze by¢ wstepne oszacowanie czasu relaksacji 7 na podsta-
wie pomiaréw drgan tlumionych. Dla malych parametréow I' koto balansowe zaczyna
uderza¢ w ograniczniki i krzywej rezonansowej nie mozna zmierzy¢ w Scistym rezonan-
sie. W potaczeniu z malta precyzja pomiaréow, moze utrudni¢ to dalsza analize danych.
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Podczas pomiaru krzywych rezonansowych mozna w sposéb jakosciowy wykonaé
obserwacje przesuniecia fazowego miedzy oscylacjami wahadla a sita wymuszajaca.

1.3.3 Opracowanie wynikéw
Kalibracja czestosci sity wymuszajacej

Narysowaé wykres 2 = Q(U). Do zmierzonej zaleznoéci, metoda regresji liniowej,
dopasowaé prosta. Otrzymane parametry regresji pozwola na pdzZniejsze przeliczenie
napiecia na czestotliwo$é i prezentacje krzywych rezonansowych w skali czestosci.

Wyznaczenie czestosci drgan wahadta

Wyznaczyé¢ i poréwnaé czestoéci drgan wahadla swobodnego wg i tlumionego w
dla réznych wartosci I'. W tej czedci ¢wiczenia nalezy szczegdlnie zwrdcié uwage na
niepewnosci pomiarowe.

Badanie oscylacji ttumionych

Narysowaé wykresy zaniku amplitudy oscylacji ¢, = ¢(t,,) dla réznych parame-
tréw tlumienia. Z wykreséw (przez dopasowanie eksponenty lub prostej do zlinearyzo-
wanej zaleznosci) wyznaczy¢ parametry I' oraz w dla réznych wartosci pradu plynacego
przez hamulec indukcyjny.

Pomiar krzywej rezonansowej

Narysowaé krzywe rezonansowe ¢ = ¢o(€2). Do krzywych dopasowaé zaleznosé
z réwnania (1.3.14). Wyznaczy¢ parametry dopasowania fy, wp, I' oraz wielko$é wy..
Poréwnaé otrzymane wartosci z wartoSciami otrzymanymi w poprzednich punktach.
Przedyskutowaé otrzymane wyniki. Opcjonalnie mozna wykonaé wykres przesuniecia
fazowego miedzy oscylacjami wahadla a sita wymuszajaca.



