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Mechanika

1.1 Wahadlo anharmoniczne (M5)

Celem ¢wiczenia jest zbadanie drgan anharmonicznych wahadla fizycznego (zalez-

nos¢ okresu drgan wahadta od
Zagadnienia do przygotowania:
— oscylator harmoniczny;

— wahadlo fizyczne;

amplitudy jego drgan, bilans energetyczny wahadla).

— oscylator anharmoniczny;

— wykresy fazowe.

Literatura podstawowa: [1], [2], [5], [4].

1.1.1 Podstawowe pojecia i definicje

Wahadlo fizyczne

Wahadlo fizyczne to bryta,

ktéra moze obracaé sie wokét osi O nie przechodzacej

przez $rodek ciezkosci CM (rysunek 1.1.1). Niech kat € oznacza wychylenie z polozenia

Rys. 1.1.1: Wahadlo fizyczne.

réwnowagi. Moment sity IV dziatajacy na wahadlo, po-
chodzacy od sity ciezkosci, wyraza sie wzorem:

N = —mglsin6, (1.1.1)

gdzie m to masa wahadtla, [ odlegtos¢ srodka ciezkosci
od punktu podparcia, czyli od osi obrotu. Réwnanie
ruchu wahadla ma postac:

N =J6, (1.1.2)

gdzie J jest momentem bezwladnoéci wzgledem osi ob-
rotu. Wprowadzajac oznaczenie w(Q] = mgl/J mozna

réwnanie ruchu zapisaé w postaci:

0+ wisind = 0. (1.1.3)

Przyblizenie oscylatora harmonicznego

Dla matych wychylen mozemy zrobié przyblizenie sin § ~ 6. Wtedy réwnanie (1.1.3)
sprowadza si¢ do rownania ruchu oscylatora harmonicznego:

0 + w26 = 0. (1.1.4)

Rozwiazaniem réwnania (1.1.4) jest funkcja postaci:

0 (t) = fp sin (wot + ¢0) , (115)

gdzie 0y to amplituda, a ¢y faza poczatkowa.



Wahadlo anharmoniczne (M5) 11

Okres drgan wahadta fizycznego

Ruch opisany funkcja (1.1.5) jest okresowy z okresem Ty = 27 /wp. Dla pewnych
warunkéw poczatkowych ruch opisany réwnaniem (1.1.3) jest réwniez okresowy. Aby
obliczy¢ okres drgan 7" mnozymy réwnanie (1.1.3) przez 0 i po separacji zmiennych
catkujemy obustronnie uwzgledniajac warunek 9 =0 dla 0 = 6. Otrzymujemy wtedy
réwnanie ruchu:

62 — 202 (cos B — cos By) = 0. (1.1.6)

Przy przejsciu wahadla od kata 0 do 6y uplywa czas réwny 7'/4. Wiec rozdziela-
jac zmienne i catkujac réwnanie (1.1.6) po czasie w granicach (0,7/4) oraz po kacie
w granicach (0, 6p) otrzymujemy:

(1.1.7)

0o
i/
4 / V2w2 ( COSG—COSHO)

W calce z réwnania (1.1.7) wykonujemy zamiane zmiennych z 6 na « poprzez podsta-
wienie sin a = sin (6/2) /sin (0y/2). Otrzymujemy calke eliptyczna zupelna pierwszego
rodzaju:

w/2

2T
0/ da (1.1.8)
V1 —sin? (6y/2) sin® o

Catlke eliptyczna mozna wyrazié¢ przez funkcje hipergeometryczna o F} lub jej rozwinie-
cie w szereg. Wtedy okres drgan wynosi:

11 0
T = TO 2F1 |:—,271,Sln2 <50>:| =

W przyblizeniu malych wychylen otrzymujemy okres drgan:

11
T="T,|1 —9 — 9 — . 1.1.1
o [1+ 158+ 570 = (1.1.10)

Przyblizenie oscylatora anharmonicznego

Dla wigkszych wychylen musimy uwzgledni¢ kolejne wyrazy rozwiniecia w szereg
funkcji sinf ~ 6 — 63/6. Wtedy réwnanie (1.1.3) sprowadza si¢ do réwnania ruchu
oscylatora anharmonicznego:
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293
“’06 = 0. (1.1.11)

Mozna znalezé przyblizone rozwiazanie tego réwnania w postaci [4]:

0 + wib —

3

8(t) = 6o sin (wi) + 1%02 sin (3wt) | (1.1.12)

gdzie w ~ wy (1 — 63/16).

Wykresy fazowe

Ruch wahadla fizycznego (i innych uktadéw mechanicznych) mozna wygodnie przed-
stawié¢ na plaszczyznie fazowej <9, 9) [4]. Korzystajac z réwnania (1.1.6) mozemy zapi-
sa¢ energie mechaniczng wahadla fizycznego (energia potencjalna okreslona wzgledem
najnizszego polozenia wahadla):

12

0
E = JT + mgl (1 — cos ) = mgl (1 — cosby) . (1.1.13)

Réznym wartosciom energii £ odpowiada rodzina krzywych na plaszczyznie fazo-
wej. Jezeli E = 0, to wahadlo pozostaje w spoczynku. Odpowiada temu punkt (0,0)
na plaszczyznie fazowej. Dla 0 < E < 2mgl otrzymujemy krzywe zamkniete otaczajace
punkt (0,0), a ruch jest periodyczny wzgledem polozenia réwnowagi. Dla E > 2mgl
mamy krzywe otwarte, a ruch odbywa sie¢ tylko w jednym kierunku.

Przy rysowaniu krzywych wygodnie jest wprowadzi¢ bezwymiarowa energie € =
2E/ (Jw%) i predkoéé v = 0/wy. Wtedy na plaszcezyznie (6,v) rysujemy krzywe v? =
¢ —4sin? (#/2). Ruch periodyczny mamy dla 0 < € < 4.

1.1.2 Przebieg pomiaréw
Uktad doswiadczalny

Przyrzady: wahadlo fizyczne ze skalg katowa, miernik czasu z uktadem fotokomorek
(schemat uktadu pomiarowego przedstawiony jest na rysunku 1.1.2).
Badanie zaleznos$ci okresu od amplitudy

Zmierzy¢ okres drgan wahadta T' w zaleznosci od amplitudy 6y przy stalym poto-
zeniu fotokomérki, np. w najnizszym potozeniu wahadta.
Sprawdzanie bilansu energetycznego

Fotokomérke umiescié w najnizszym polozeniu wahadla. Zmierzy¢ predkoéé 0 w za-
leznosci od kata poczatkowego 0y. W tej serii pomiaréw ze wzrostem kata poczatkowe-
go ustalamy coraz wicksza catkowita energie mechaniczng ukladu. Predko$é¢ w calym
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wahadto
uktad fotokomorek
miernik \
czasu skala katowa

Rys. 1.1.2: Schemat ukladu do badania drgan anharmonicznych.

doswiadczeniu oblicza¢ jako odwrotnos$¢ czasu przelotu pomiedzy bramkami. Przyjaé
umowne jednostki predkosci, poniewaz jest to wystarczajace do naszych rozwazan.
Ponadto unika sie klopotliwego pomiaru odleglosci katowej pomiedzy bramkami.

W nastepnej serii pomiaréw wahadto wprawié¢ w ruch za kazdym razem z ustalonego
potozenia poczatkowego 6y. W ten sposéb uktad ma za kazdym razem tg sama catkowi-
ta energie mechaniczng. Zmierzy¢ predkosé 0 w funkcji kata 61 pod jakim umieszczona
jest fotokomorka. Wahadto nie moze by¢ w ruchu dtuzej niz przez czas potowy jednego
drgania, aby wplyw tarcia byl minimalny.

Badanie dyssypacji energii

Wahadlo wprawi¢ w ruch z ustalonego polozenia poczatkowego . Zmierzy¢ pred-
kos¢ 0 w zaleznosci od kata 61, w ktorym umieszczona jest fotokomoérka. Tym razem
notowaé¢ predkosci w obu kierunkach i na przestrzeni kilku okreséw.

1.1.3 Opracowanie wynikow
Zalezno$¢ okresu od amplitudy

Narysowaé wykres zaleznosci T' od 9(2] dla danych doswiadczalnych i dopasowac pro-
sta T = a98 + b (wykorzystaé tylko punkty z przedziatu od 0 do 1 rad?). Parametry
otrzymane z dopasowania poréwnaé z przewidywaniami réwnania (1.1.10). Parametr
b = Ty poréwnaé ze zmierzonymi wartosciami okresu 7' dla matych wychylen. Spraw-
dzié czy stosunek parametréw b i a zgodnie z réwnaniem (1.1.10) w granicy niepewnosci
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wynosi b/a = 16. Narysowa¢ wykres zaleznosci T//Tj od 6y dla danych doswiadczalnych.
Na tym samym wykresie przedstawié¢ zaleznos¢ teoretyczna dana réwnaniem (1.1.9).

Bilans energetyczny

Narysowaé¢ wykresy zaleznosci 62 od (1 — cosfy) oraz 62 od (cosf; — cos ). Do
danych eksperymentalnych dopasowaé zaleznosé¢ liniowa i obliczy¢ wspdétczynnik kore-
lacji. Z zasady zachowania energii mechanicznej wynika, ze energia kinetyczna waha-
dla w najnizszym polozeniu jest rowna energii potencjalnej wahadla w najwyzszym
polozeniu. Dlatego oczekujemy zaleznogci liniowej 2 od (1 — cosbp). Poniewaz w kaz-
dej chwili energia kinetyczna wahadla jest réwna ubytkowi energii potencjalnej wa-
hadta, to réwniez w drugim przypadku oczekujemy zaleznosci liniowej zmiennych 62
od (cosfy — cosbp). Oznacza to, ze w obydwoch przypadkach powinno otrzymaé sie
wspotczynnik korelacji bliski jednosci. W rozwazaniach tych pominieto wplyw tarcia,
ktory rozwazany jest w przypadku dyssypacji energii.

Dyssypacja energii

Na wykresie fazowym (6, 9) zaznaczy¢ kolejne pozycje wahadta. Zaobserwowac stop-
niowe zblizanie sie do punktu (0,0). Wynik ten potwierdza istnienie tarcia w ukladzie,
ktore powoduje stopniowe zmniejszanie catkowitej energii mechanicznej uktadu. Ener-
gia mechaniczna zamienia sie na inne formy energii, gtéwnie na ciepto.



