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1.6 Badanie ruchu obrotowego bryty sztywnej (M7)

Celem ¢wiczenia jest sprawdzenie praw ruchu obrotowego bryty sztywnej.
Zagadnienia do przygotowania:

- bryla sztywna;

— moment bezwladnosci;

— twierdzenie Steinera;

— prawa dynamiki ruchu obrotowego.
Literatura podstawowa: [1], [2], [5].

1.6.1 Podstawowe pojecia i definicje
Bryta sztywna

Bryta sztywna nazywamy cialo state, ktére nie deformuje si¢ pod wplywem sit
zewnetrznych. Ruch bryly mozna roztozy¢ na ruch postepowy jej Srodka masy oraz ruch
obrotowy. Ruchem obrotowym rzadza prawa kinematyki i dynamiki bryty sztywnej.
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Rys. 1.6.1: Bryla sztywna z zaznaczonym polozeniem $rodka masy CM oraz réwnoleglymi do
siebie osiami obrotu przechodzgcymi przez $rodek masy Ocpr oraz przez dowolny punkt O.

Przyjmijmy, ze bryle mozna podzieli¢ na mate kawatki o masach m; lezace w poto-
zeniach 7; (rysunek 1.6.1). Srodek masy bryly (C'M) to punkt wskazany przez wektor:
mr;

R — 1.6.1
R T (1.6.1)

i
gdzie M = ). m; to masa bryly. Niech odleglosci mas m; od osi obrotu O wynosza
7(0)i- Moment bezwladnosci bryly wzgledem osi O to wielkos¢ skalarna:
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W przypadku rozcigglego rozktadu masy cialo mozna podzieli¢ na nieskonczenie
mate elementy o masach dm. Wtedy moment bezwladnosci bryly wzgledem osi O
mozna obliczy¢ z wyrazenia:

ﬁ@::/réﬂm. (1.6.3)

gdzie (o) jest odlegloscig kazdego elementu masy od osi obrotu, a catkowanie odbywa
sie po calej objetosci.

Dynamika ruchu obrotowego

Jezeli wypadkowy moment sity dzialajacy na bryle sztywna wynosi zero, to bryla
pozostaje w spoczynku lub obraca sie ruchem jednostajnym (ze stala predkoscia kato-
wa). Pod dzialaniem momentu sity N bryla sztywna moze wykonywaé ruch obrotowy.
Do opisu ruchu obrotowego uzywa sie kata qﬁ o jaki obraca si¢ bryta, pr@dkosm katowej
W = d¢/dt przyspieszenia katowego € = dQ(b/dt2 oraz momentu pedu L. Réwnanie
opisujace ruch obrotowy wokol osi O bryly sztywnej o momencie bezwladnosci Jg)

ma postac:

. 24
N = J oy — 1.6.4
(0) A2’ ( )
lub zapisane przy uzyciu momentu pedu ma postac:
L dL
N = —. 1.6.5
o (1.6.5)

Najprostszym przypadkiem ruchu obrotowego jest obrét bryly sztywnej dookota
ustalonej osi. Wtedy wektory momentu sity N, predkodci katowej & oraz momentu
pedu L = J)d sa do siebie réwnolegte i powigzane sa poprzez réwnanie ruchu:

. dL da
N=22 = Jo—.
dat - O g

W ogélnym przypadku wektor momentu pedu bryly sztywnej nie jest réwnolegly
do wektora pedkosci katowej. Wtedy wielkosci te powiazane sa ze soba przez:

(1.6.6)

L=Ja. (1.6.7)

gdzie tensor bezwladnoéci J jest tensorem symetrycznym drugiego rzedu. Tensor bez-
wladnosci mozna zawsze zdiagonalizowaé poprzez obrét uktadu wspoélrzednych. Osie
tego nowego uktadu wspélrzednych nazywane sa gléwnymi osiami bezwladnosci.
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Twierdzenie Steinera

Najczesciej moment bezwtadnosci mozna tatwo obliczyé¢ wzgledem osi przechodza-
cej przez $rodek masy ciata. Dla okreslenia momentu bezwladnosci wzgledem innej osi
pomocne jest twierdzenie o osiach réwnoleglych (twierdzenie Steinera).

Oznaczmy przez Jop moment bezwtadnosci bryty wzgledem osi O¢ps przechodza-
cej przez $rodek masy (rysunek 1.6.1). Moment bezwladnoéci J(o) wzgledem osi O
rownoleglej do osi O¢ps wyraza sie wzorem:

Joy = Jom + Md?, (1.6.8)

gdzie d to wzajemna odleglto$¢ prostych O i O¢yy.

Przykladowo dla jednorodnej kuli o masie M i promieniu R $rodek masy to jej
srodek geometryczny, a Jon = %M R?. Jezeli 0$ O jest styczna do kuli to d = R wiec
Jooy=%MR*+ MR? = ITMR*.

Dla jednorodnego walca o masie M, promieniu R i wysokosci H srodek masy lezy na
osi symetrii obrotowej, w potowie wysokosci. W tym przypadku mozna moéwié¢ o dwéch
wyroznionych osiach obrotu: osi pokrywajacej sie z osia symetrii obrotowej z Jopn =
%M R? oraz osi do niej prostopadlej przechodzacej przez srodek masy walca z Jonr =
M (iR2 + 1—12H 2). Jezeli o8 O jest styczna do pobocznicy walca to korzystajac z wzoru
(1.6.8) dla d = R otrzymujemy J(oy = %MRQ.

1.6.2 Przebieg pomiaréw
Uklad doswiadczalny

Przyrzady: wahadlo Oberbecka, bramki elektroniczne do pomiaru czasu, przymiar,
kilka par obciaznikow do umieszczenia na ramionach wahadta oraz pojedyncze obciaz-
niki do rozpedzania wahadta.

Uzywane w pomiarach wahadlo Oberbecka (rysunek 1.6.2) jest obracajacym sie
wokol swojego srodka pretem. Do jego ramion mozna przyczepié¢ ciezarki w ksztal-
cie walca (masa My, promien Ry, wysoko$¢ Hyy). Moment bezwladnosci tego walca
wzgledem osi przechodzacej przez $rodek masy prostopadiej do osi symetrii walca wy-
nosi Jy,cm = MW(iR%/V + %Hﬁv) Walec znajduje sie w odlegtosci dy od osi obrotu
wahadta Oberbecka. Korzystajac z twierdzenia Steinera obliczamy moment bezwtad-
nosci walca wzgledem tej osi obrotu - Jy = Jw.onm + MWdI%V' Moment bezwladnosci
wahadta bez obciagzenia wynosi Jx. Przy obciazeniu dwoma identycznymi cigzarkami
umieszczonymi w tej samej odleglosci od osi obrotu otrzymujemy catkowity moment
bezwladnosci wahadta rowny J = Jx + 2Jyy.

Na osi wahadla o promieniu r nawinieta jest ni¢, ktoéra przechodzi przez blok,
a zakonczona jest uchwytem na cigzarki. Rownanie ruchu postepowego ciezarka o masie
m zawieszonego na nici ma postacé:

d?x

mg — F =m_g

(1.6.9)
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Rys. 1.6.2: Schemat ukladu doswiadczalnego z wahadlem Oberbecka.

gdzie Fiy to sila naciagu nici, x to odleglosé na jaka obnizy sie cigzarek. Na wahadlto
dziala moment sity N = Fr, wiec rownanie ruchu obrotowego wahadla ma postaé:

2

d
Jx +2Jw) 22
(Sx +2Jw)

gdzie ¢ to kat o jaki obréci sie wahadlo. Zmienne z i ¢ sa ze soba zwiazane zaleznoscia
r = r¢, a stad d?x/dt?> = rd’>¢/dt?. Dla ruchu jednostajnie przyspieszonego ciezarka
mamy z (t) = at?/2, jezeli w chwili poczatkowej ciezarek znajdowal sie w spoczynku.
Korzystajac z tych zwiazkéw oraz z réwnan (1.6.9) i (1.6.10) obliczamy przyspieszenie
ukladu:

= Fnr, (1.6.10)

d2<;5 mgr2
a=—= .
dt? Jx + 2JW + mr?

(1.6.11)

Przebieg doswiadczenia

Przy pomiarach czasu przelotu bardzo wazne jest takie wybranie potozenia poczat-
kowego szalki z ciezarkiem, aby po jego starcie natychmiast uruchamiata sie fotokomor-
ka. Dzicki temu spetniona jest zaleznoéé h = at?/2 (gdzie h jest odlegltoscia pomiedzy
fotokomérkami) i mozemy korzysta¢ z réwnania (1.6.11). W do$wiadczeniu mozemy
sprawdzi¢, czy kwadrat czasu przelotu zalezy liniowo od réznych wielkosci.

Zaleznosé t2 od h

oh (Jx + 20w +mr?)
mgr?

t? = (1.6.12)

Odlegtosé h powigkszaé np. o 5 cm. Dla kazdej wysokosci h zmierzy¢ kilka czaséw
przelotu. Wygodniejsze do opracowania jest korzystanie z wahadla bez obciazenia.
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Zaleznosé 2 od d%[,

2h (JX + 2JW,CM + 2MWd12/V + mrQ)
mgr?

2= (1.6.13)

Obciazniki umiesci¢ symetrycznie na obu ramionach wahadta. Zmierzy¢ kilkakrot-
nie czasy przelotu dla réznych potozen dyy obciaznikow.

Zaleznoéé t2 od 1/m

2h [(JX + QJ{/V) (1/m) + 7“2]
gr’

t? = (1.6.14)
Wygodnie jest pracowaé z wahadlem bez obciaznikéw. Zmierzy¢ kilkakrotnie czasy

przelotu dla réznych obciazen szalki. Nalezy zmierzy¢ rowniez dtugosé i érednice ramion

wahadta Oberbecka, ktore poshuza do wyznaczenia momentu bezwladnosci wahadta.

1.6.3 Opracowanie wynikéw

Dla wszystkich badanych relacji mierzonych parametréw wykonaé¢ wykresy i do-
pasowaé zalezno$é liniowa wyznaczajac jednoczesnie wspélczynnik korelacji. Wielkosé
wspotczynnika korelacji méwi o liniowej zalezno$ci badanych wielkosSci, co potwierdza
stusznosé praw ruchu obrotowego. Uzywajac dopasowanych wspoétczynnikéw regresji
liniowej wyznaczy¢ moment bezwtadnosci nieobciazonego wahadta Oberbecka.

Obliczy¢ moment bezwladno$ci nieobcigzonego wahadta Oberbecka, traktujac je
jak walec obracajacy sie wzgledem osi prostopadlej do osi symetrii obrotowej. Wahadto
wykonane jest z aluminium, ktérego gestosé wynosi 2.7 g/cm?. Sprawdzié¢ zgodnosé
wynikéw dla momentu bezwladnosci wahadla otrzymanych przy uzyciu obu metod.
Przeprowadzi¢ dyskusje uzyskanych wynikéw.



